
№ 9 -дәрі с. Бі р айнымалы функциялард ың дифференциалд ық есептеулері. 

Фу нкцияның ту ынд ыс ы 

 функциясы  аралығ ында бері лсі н. Егер кез келген  үші н 

 теңсіздігі нен  ( ) теңсіздігі шығатын болса, онда 

 функциясы  аралығ ында өседі (кемиді) дейді.  

Теоре ма. Егер  аралығ ында дифференциалданат ын  функцияс ының 

туындыс ы осы аралықта оң (тері с) болса, онда ол осы аралықта өседі (кемиді). Демек, өсу 

немесе кему интервалында функцияның туындыс ы таңбасын өзгертпейді.  

1- мысал.  функцияның өсу және кему аралықтарын табу керек. Ол 

ү ші н функция туындыс ының таңбасының тұрақтылық интервалдарын анықтаймыз 

. Бұл квадрат үшмү шелікті ң түбі рлері x1 =0, x2=2.  Сондықтан, егер  

аралығ ында , демек  функциясы бұл аралықта кемиді. Ал 

 аралықтарында f'(x) >0,  демек бұл аралықтарда функция өседі. 

Теоре ма (экс тре му мның қа же тті шар ты).  Егер дифференциалданат ын  

функциясының  нүктесі нде экстремумы бар болса, онда сол нүктеде  

болады.  

Ос ы теоремадан мынадай қорыт ындыға келемі з: егер  нүктесі нде функцияның 

экстремумы бар болса, онда ол нүктеде оның туындыс ы нөлге тең, не ол нүктеде туындыс ы 

болмауы мүмкі н. Кері тұжырым әрқа шан орындала бермейді.  

Мысалы,   функциясының x0 =0 нүктесі нде туындыс ы , ал 

бі рақ ол нүктеде функция не максимум, не минимум қабылдамайды.  функцияс ының 

туындыс ы нөлге айналатын немесе ті пті болмайт ын нүктелерді күдікті нүктелер немесе 

«кризисті к» нүктелер деп атайды. Функцияның экстремумын осы күді кті нүктелерді ң 

арасынан іздеу керек.  

Теоре ма (экс тре му мні ң же ткі лі кті шар ты). Егер  нүктесі нде  

функциясының туындыс ы нөлге тең болса және  нүктесі нен өткенде  таңбасын 

өзгертсе, онда  нүктесі экстремум нүктесі болады:  

1) егер таңба «плюс»-тен  «минус»-ке өзгерсе, онда  – максимум нүктесі; 

2) егер таңба «минус»-тен «плюс»-ке өзгерсе, онда  – минимум нүктесі болады.  

2- мысал.  функцияны экстремумге зерттеп, өсу және кему аралықтарын 

анықтау керек. Функция туындыс ы , осыдан ,  күді кті 

нүктесі н табамыз.  нүктесі нде функцияның туындыс ы болмайды, сондықтан ол да 

күді кті нүкте. Интервалдар тәсі лі мен f '(x)-ті ң таңбаларын анықтаймыз. Функция 

 барлық нүктелерде үзілі ссіз, жеткі лі кті лі к шарт бойынша  максимум 

нүктесі, ал  минимум нүктесі. (–, 0) және  интервалдарда функция өседі, ал 

 интервалда кемиді. Зерттеу нәтижелері н таблицаға жазамыз:  
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Функцияның екі нші ретті туындыс ы қолданылат ын экстремумның тағ ы бі р шарт ын 

келті рейі к.  

Теоре ма.  функциясының  нүктесі нде бі рі нші  және екі нші туындылары бар 

болсын. Егер  нүктесі нде  функциясының бі рінші туындыс ы нөлге тең, 

яғни  болса, ал екі нші туындыс ы нөлден ерекше, яғни  болса, онда 

 – экстремум нүктесі болады:  

1) егер  болса, онда  – минимум нүктесі;  

2) егер  болса, онда  – максимум нүктесі болады.  

Фу нкцияның кесі нді дегі ең үлкен және ең кі ші мәндері. Функция өзі ні ң ең үлкен 

және ең кі ші мәндері н экстремум нүктелері нде не кесі нді сі ні ң шеткі нүктелері нде 

қабылдауы мүмкі н. Ең үлкен және ең кі ші мәндерді табу үші н алдымен функцияның күді кті 

нүктелері н (не туынды нөлге тең, не туынды жоқ нүктелер) табу керек. Содан соң 

функцияның күді кті нүктелері ндегі және кесі нді ні ң шеткі нүктелері ндегі мәндері н тауып, 

олардың і ші нен ең үлкен және ең кі ші мәндерді іздеу керек.  

3- мысал.   функциясының  кесі нді сі ндегі ең үлкен жі не ең кі ші 

мәндері н табу керек. Күді кті нүктелерді табамыз:  

 
Ос ыдан  – күді кті нүктелер. Енді функцияның күді кті нүктелердегі және 

шеткі нүктелердегі мәндері н табамыз: . Сонымен 

үлкен кі ші . 

Фу нкция графигі ні ң дөңесті гі, ойыст ығ ы және иі лу нүктелері  

Анық та ма.  Егер  интервалында дифференциалданат ын  қисығ ының 

барлық нүктелері сол қисыққа жүргізі лген жанамадан жоғары орналасса, онда онда 

қис ықт ы осы аралықта ойыс (дөңестігі төмен қараған) дейді, ал  қисығ ының 

барлық нүктелері сол қис ыққа жүргізі лген жанамадан төмен орналасса, онда қис ықт ы осы 

аралықта дөңес (дөңестігі жоғары қараған) дейді. Қис ықт ың ойыс және дөңес бөлігі н бөлі п 

тұратын нүктені иі лу нүктесі деп атайды.  

Теоре ма.  функциясы  интервалында екі рет дифференциалданат ын 

болсын. Егер осы интервалдың әрбі р нүктесі нде 

1)  болса, онда функцияның графигі бұл интервалда дөңес болады;  

2)  болса, онда функцияның графигі бұл интервалда ойыс болады  
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4- мысал.  гиперболасы (0, +) интервалында ойыс болады,  себебі 

, ал (–, 0) интервалында дөңес, себебі . 

Теоре ма ( иі лу нүктесі ні ң қа же тті шар ты).  Егер  нүктесі  

функциясының иі лу нүктесі болса, онда бұл нүктеде функцияның екінші туындыс ы нөлге 

тең, яғни . Функцияның екі нші туындыс ы нөлге айналатын немесе екі нші 

туындыс ы болмайт ын нүктелер екі нші текті күді кті нүктелер деп аталады. Функцияның 

иі лу нүктесі н осы күді кті нүктелерді ң арасынан іздеу керек.  

Теоре ма ( иі лу нүктесі ні ң же ткі лі кті шар ты). Егер  нүктесінен өткенде 

функцияның екі нші туындыс ы таңбасын өзгертсе, онда  нүктесі иі лу нүктесі болады.  

Фу нкция графигі ні ң асимптоталары 

Анық та ма.  Егер қисықт ың  нүктесі шексізді кке ұмт ылғанда  

нүктесі нен түзуге дейі нгі қа шықт ық нөлге ұмт ылса, онда мұндай түзуді қисықт ың 

асимптотасы дейді. Асиптоталар ті к (вертикаль), көлбеу, горизонталь болып үш түрге 

бөлі неді.  

Анық та ма.  Егер  функциясының  ұмт ылғанда оң және сол жақт ы 

шектері ні ң бі реуі шексізді кке тең болса, яғни  немесе 

 
онда  түзуі  функцияның графигі ні ң вертикаль асимптотасы деп аталады.   

Мысалы,  функциясы үші н  түзуі вертикаль асимптота болады.  

Анық та ма. Егер  немесе  болса, онда  түзуі 

 функциясының горизонталь асимптотасы деп аталады.  

Мысалы,  функциясы үші н  түзуі горизонталь асимптота болады.  

Анық та ма.   және  теңдіктері орындалатындай  

және  сандары табылатын болса, онда  түзуі  функцияс ының көлбеу 

асимптотасы деп аталады.  

 

Фу нкцияны  зерттеудің жалпы сұлбас ы (схемас ы)  және оның графигі н салу 

1.  Функцияның анықталу облыс ын табу.  

2.  Функцияның графигі ні ң координаттар өстері мен қиылысу нүктелері н табу және 

функцияның жұпт ығ ын анықтау.  

3.  Асимптоталарын табу. Функцияның ақырс ыздықтағ ы жағдайын зерттеу.  

4.  Функцияның төңі ректі к экстремумын және монотондық интервалын табу.  

5.  Функцияның графигі нің дөңесті к интервалдарын және иі лу нүктелерін табу.  

6.  Функцияның графигі н сызу.  

Бұл тақырыпқа есептер   2. 3 пункті нде тәжі рибе сабақта қарастырылады.  
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